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:فصل اول

تبدیلهای تنش و کرنش



مقدمه

ا در هنا ر هنا و کنرنش  تننش توانیم در درس مقاومت مصالح دوره کاردانی میاستفاده از مطالب بیان شده با 

و کنرنش و الزامناط ارا نی   ها را از لحاظ تنشنقاط دلخواه از اجسام تحت بارگذاری، بدست آورده و سازه

منال و  هنای نر  ال باید به این نکته توجه نمود زمانی که جسمی تحت انواع تننش . مورد بررسی قرار دهیم

دار خنا،،  ها را با یکدیگر ترکیب نموده و تحت عنوان یک مقن توان این تنشگیرد، چطور میبرشی قرار می

ا هنر  ها را در صفحاط دلخواه بن ها و کرنشتوان این تنشدر ارا ی لحاظ نموده و یا  تی اینکه چگونه می

ل این موارد از جمله نکاط کلیندی در بحنت تحلین   . برداری نمودها بهرهی دلخواه بدست آورده و از آنزاویه

ه آید کنه در اینن فصنل بنه تفصنیل بن      های اصلی ارا ان به شمار میها بوده و همواره یکی از دغدغهسازه

هنا  شهنا و کنرن  ها در زوایای مختلف و همچننین چگنونگی ترکینب تننش    ها و کرنشچگونگی تبدیل تنش

.می پردازیم



(ایصفحهتنش)مسطحتنشحالت-1-1

هر المان از . مطابق شکل زیر در نظر بگیرید... های کششی، فشاری، برشی، خمشی و را تحت انواع بارگذاریجسمی 

:گرددمیدر این المان در  الت کلی به صورط زیر بیان قرار گرفته و تانسور تنشاین جسم همواره تحت تنش

(1-1)

1-1شکل
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،     تنش های نرمال و      تنش های برشی می باشند و همچنین لازم به ذکر است1-1که در رابطه 
:که تانسور تنش در  الت کلی نسبت به قطر اصلی متقارن می باشد یعنی همواره داریم

(2-1)

بعددوبامقایسهدرجسمازبعدیکبودنناچیزعلتبهآندرکهبودهتنشاز التیای،صفحهتنش

عنوانبهکهشودمیصرفنظردیگربُعددوبامقایسهدرکوچکتربعدجهتدرتنشمقدارازآن،دیگر

.نموداشارهنازکجدارفشارتحتمخازنبهتوانمیمورداینازعملیمثال
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(1-2)شکل 

(3-1)

:لازم به ذکر است که در این  الت با وجود             ولی             ، چرا که ابق قانون هوک داریم
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های  جهت تنش)آید به صورت زیر در می، (1-1)نشان داده شده در شکل پس در این حالت خاص، المان کلی تنش

(.توانند معکوس باشند فرضی بوده و می( 1-3)نرمال و برشی نشان داده شده در شکل 

(1-3)شکل 

.گردندمیمشخصکهبودهالمانبهواردههایتنشو،حالتایندر

:
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xy



تنشتبدیل-2-1

وان میتداشته باشند، چطور اندازه     دوران که اگر صفحات مختصات به می رویم حال به سراغ این موضوع 

ل شکحالت اولیه تعیین نمود، یعنی فرض کنید مطابق های حالت جدید را با استفاده از تنشهای تنش

پاد ) اندازه       باشند و در ادامه محورهای مختصات به مشخص در دستگاه مختصات تنش، (4-1)

.شوندتبدیل و به حالت  ( 1-5شکل )دوران نمایند ( ساعتگرد 

(معلوم (                                 ) مجهول(                   )5-1)
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(1-4)شکل (                                                      1-5)شکل 

راهزاویهامحورباکهدلخواهایصفحهتوسطرانظرموردالمانهدف،اینبهدستیابیمنظوربه

:می زنیمبرش(1-6)شکلبامطابقمی سازد،

:

 y



(1-6)شکل 
جه با توجه به شکل فوق، چنانچه مساحت سطح برش خورده              را        فرض نماییم، در نتی

:خواهیم داشت

(6-1)
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:با توجه به تنش های اعمالی، ترسیم نموده و خواهیم داشتدر ادامه، نیروهای وارد به هر وجه المان را 

(1-7)شکل 

:



:اعمال نموده و خواهیم داشت 1-7 ال معادلاط تعادل را برای المان برش خورده مطابق با شکل 

(7-1)

(8-1)

:و با تبدیل     به             در رابطه فوق خواهیم داشت

(9-1)

ه  روابط تبدیل تنش ها از دستگاه مختصات             به دستگا1-9و 1-8و 1-7که در واقع روابط 

:این روابط را می توانیم به شکل زیر نیز نمایش دهیم. مختصات             می باشند
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(10-1)

.در رابطه بالا،                   و                  می باشد

منفی، ردساعتگو در حالت مثبتباشد، دپادساعتگردر تمامی روابط فوق، هرگاه چرخش المان : قرارداد

ز زمانی که تمایل به می باشد و نیز تنش های کششی مثبت و تنشهای فشاری منفی می باشند و تنش برشی نی

.لحاظ می گرددمثبتداشته باشد، پادساعتگردچرخش المان در جهت 
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تنش ها و جهات اصلی-3-1

تنش را با توجه به آن چه که تا کنون مطرح گردید، با معلوم بودن مولفه های تنش در یک نقطه می توان مقادیر

از آنجا که در مسائل ارا ی، . در هر صفحه دلخواهی که از آن نقطه می گذرد در هر زاویه دلخواه به دست آورد

آید، در مشخص کردن صفحه ای که مقادیر تنش در آن ماکزیمم یا مینیمم باشد، نکته بسیار مهمی به شمار می

. این قسمت به محاسبه تنش های ماکزیمم و مینیمم و صفحاط آنها پرداخته می شود

برشی  هستند که در آنها تنش( صفحاتی عمود بر هم) جهاط اصلی متناظر با تنش های نرمال اصلی در واقع جهاتی 

 های اصلی  همواره صفر بوده و تنش های نرمال در آن یکی ماکزیمم و یکی مینیمم می باشد که به این تنشها، تنش

.گفته می شود و آنها را با     و      نشان داده و همواره فرض بر آنست که                می باشد

:

121 2 



:با انجام عملیاط ریاضی، تنشهای اصلی و زوایای متناظر با آنها به صورط زیر به دست می آیند

(11-1)

:و مقادیر تنش های اصلی به صورط زیر به دست می آیند

(12-1)
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ین ا. همانطور که بیان گردید در جهاط اصلی تنش های نرمال، تنش برشی همواره صفر می باشد: نکته

.اثباط کرد( 1-8)موضوع را می توان از قرار دادن نسبت های مثلثاتی            و            در رابطه 

تنش های برشی ماکزیمم و مینیمم و جهات آن ها-4-1

و همان گونه که تنش های نرمال اصلی و صفحاط آن ها در ارا ی اهمیت بسزایی دارند، تنش های برشی

به همین دلیل در ادامه به محاسبه  . صفحاط رخداد آن ها نیز همواره مورد توجه ارا ان بوده است

.  تنش های برشی ماکزیمم و مینیمم و نیز صفحاط رخداد آنها پرداخته می شود
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:ت می آیندبا انجام عملیاط ریاضی، تنشهای برشی ماکزیمم و مینیمم و زوایای متناظر با آنها به صورط زیر به دس

(13-1)

:و مقادیر تنش  برشی ماکزیمم و مینیمم به صورط زیر به دست می آیند

(14-1)
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ه زیر به دست  در نقطه ای که تنش برشی ماکزیمم یا مینیمم باشد، تنش نرمال صفر نبوده و از رابط: نکته

:می آید

(15-1)

.را اثباط کنید( 1-15)رابطه : 1تمرین

در وضعیت تنش صفحه ای، در نقطه ای از جسم مقادیر تنش های وارده مطابق با شکل زیر : 2تمرین 

درجه در جهت  30مطلوبست محاسبه مقادیر تنش های وارد بر المانی که در نقطه مزبور . می باشد

.عقربه های ساعت دوران نموده است

:
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:برای المان نشان داده شده در شکل زیر، مطلوبست: 3تمرین 

صفحاط اصلی( الف

تنش های اصلی( ب

تنش برشی ماکزیمم و مینیممتصفحا( ج

مینیممبرشی ماکزیمم و تنش (د

:جسمی تحت باگذاری های نشان داده شده قرار گرفته است، مطلوبست: 4تمرین 

Aتنش های اصلی و جهاط آن ها در نقطه ( الف

Aتنش های برشی ماکزیمم و مینیمم و جهاط آن ها در نقطه ( ب

 Aترسیم المان تنش در نقطه( ج

:

900

400

500

x

y

p lb

V lb

V lb

 



 



مهاار  BCتوسط عضو Bی پین شده و در نقطهAی اهرم نشان داده شده در شکل زیر، در نقطه:5تمرین

نیروی  اگر اهرم تحت . باشدمیmm20بوده و ضخامت آن ALفرض کنید اهرم از جنس . شده است

N80قرار بگیرد، مطلوبست:

.Dنقطهدرهاآنجهاتواصلیهایتنش(الف

.Dنقطهدرهاآنجهاتومینیمموماکزیممبرشیهایتنش(ب

.هاآنترسیم(ج

:



دایره موهر-5-1

آمد برای بدست آوردن مقادیری که در فوق به روش تحلیلی بدست 

ه ننام  باشد که از نام پیشنهاد دهنده آلمانی بن روش ترسیمی نیز وجود دارد که به دایره موهر معروف مییک 

برشنی قنائم و محنور عمنودی بینانگر تننش     در دایره موهر، محور افقی معرف تننش . موهر گرفته شده است

.  رسیدهای زیر را ای نموده و به نتیجه نهاییو برای ترسیم دایره موهر بایستی به ترتیب گاممی باشد 

:بدین منظور فرض نمایید المانی مطابق شکل زیر داده شده است

(1-8)شکل 

:

 2 1 min max 2 1 2 1, , , , , , ,s s p p       



:مراحل رسم دایره موهر

.را مطابق با شکل قبل در نظر می گیریمYو Xبا توجه به المان داده شده، مختصاط نقاط : گام اول

:به صورط زیر مشخص می گردد( وجه بالایی المان)Yو ( وجه راست المان)Xمختصاط نقاط*

تنش نرمال                       تنش نرمال

تنش برشی                       تنش برشی

:، تعیین علامت بایستی به صورط زیر در نظر گرفته شودYو Xدر نقاط xبرای مختصاط **
کششی

تنش نرمال
فشاری

رد و نیز فقط مقدار تنش بدون علامت در نظر گرفته شده و بایستی ساعتگ YوXدر نقاطyبرای مختصاط ***
.پادساعتگرد بودن آن مشخص گردد
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توجه  . بدست آمده در گام اول را در آن مشخص می کنیمYو Xمحور مختصاط              را ترسیم نموده و نقاط : گام دوم

.نمایید که محور افقی تنش نرمال و محور عمودی تنش برشی می باشد

(1-9)شکل 

از نقاط همواره بایستی به این موضوع توجه شود که جهت مثبت محور عمودی، ساعتگرد می باشد و این بدان معناست که* 

X وY هرکدام دارای مولفهyپادساعتگرد باشند، باید در زیر محور افقی قرار داده شوند.

می نامیم Cنقطهراsبا محور افقیXYرا با یک خط به یکدیگر وصل نموده و محل برخورد خط Yو Xنقاط : گام سوم

.که این همان مرکز دایره موهر می باشد

:

( ) 



.، یک دایره ترسیم نموده که همان دایره موهر می باشدXCیا YCو شعاع Cبه مرکز : گام چهارم

.می باشندواصلیتنش هایهمانافقیمحوربادایرهبرخوردمحل:پنجمگام

.از محور عمودی، همان                             می باشدCفاصله نقطه : گام ششم

به این. را ترسیم نموده که نقطه تلاقی این قطر با دایره موهر را           و            می نامیمCقطر عمودی گذرنده از : گام هفتم

ل ترتیب دایره موهر ترسیم شده و کمیت های موردنظر به جز جهاط اصلی بر روی آن مشخص شده اند و این جهاط نیز در شک

.به عنوان مثال برای المان فرضی زیر، دایره موهر را رسم می نماییم.نشان داده شده اند

:
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:YوXنقاطتعیین:اولگام

YوXنقاطهمراهبهمحورهاترسیم:دومگام

CنقطهآوردنبدستوهمبهYوXنقاطکردنوصل:سومگام

YCیاXCشعاعوCمرکزبهدایرهترسیم:چهارمگام

ونمودنمشخص:پنجمگام

کردنمشخص:ششمگام

وتعیین:هفتمگام

:مهمنکات

می توانشده،بیانروابطوآنازاستفادهباکهبودههمان،افقیمحوروXYخطبینزاویهکوچکترین*

.می باشدمنفیبود،ساعتگرداگرومثبتبود،پادساعتگردزاویهاگر.آوردبدستنیزراوو
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ستیبایموهردایرهازاستفادهباباشند،مدنظرجدید التدرتنش هاوشوددادهدوراناندازهبهمحورهایسوالیدراگر**

همانجدیدنقطهمختصاطومی آوریمبدستراجدیدنقطهمختصاطودادهدوراناندازهبهراYیاXنقاطازیکی

.می باشدثانویه التدرتنش ها

باشد،بیشتردقتهرچهوداردترسیمانجامدردقتوترسیمیلوازمبهنیازوبودهترسیمیروشیکموهردایرهروش***

.داردبیشتریمطابقتتحلیلیروشهایاز اصلنتایجباآمدهبدستنتایج

تنشکلیحالت-6-1

اصلیقطرهبنسبتوشدهتعریفزیرماتریسصورطبهکهبودهتانسورکمیتیکلی التدرتنششد،گفتهکههمانطور

:می باشدمتقارن

(16-1)

:
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وهآمدبدستو،نرمالهایتنشآندرکهداشتهوجوداصلیجهاطمسطح،تنش التهمانندنیزکلی التدر

:آیندمیبدستزیررابطهازاصلیتنش هایآن گاه،فرضبا.می باشدصفرآنهادربرشیتنش

(17-1)

:بابرابرندونامیدهتنشمتغیرهایناراووفوقرابطهدرکه

(18-1)

:
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زیررابطهازاستفادهباآمدند،بدستوومقادیر(1-18)و(1-17)روابطازاستفادهبانظر،موردالمانبرایاینکهازپس

:آوردبدسترامی توان

بزرگترین تنش اصلی–کوچکترین تنش اصلی (                                      19-1)

:مطلوبست.استشدهدادهنشانAنقطهدرمسطحتنش التدرقابازالمانیاعمالی،نیروهایواسطهبه:6تمرین

آنهاجهاطواصلیهایتنشتعیین(الف

آنهاجهاطومینیمموماکزیممبرشیتنشهای(ب

آنهاترسیم(ج

مقادیرتحلیلیروشوموهردایرهازاستفادهبا

.کنیدمقایسهباهمونمودهمحاسبهراشدهخواسته

:

123

max
2

 

max



(ایصفحهکرنش)مسطحکرنشحالت-7-1

قایسهمدرجسمبعدیککهمی دهدرخزمانیعملینظرازومی گرددصرفنظربعدیکدرکرنشمقدارازآندرکهبودهکرنشاز التی

(آناول)zامتدادکهنموداشارهبلندبسیارلولهیکبهمی توان الت،اینازواقعینمونهعنوانبه.باشدبزرگتربسیارآندیگربعددوبا

.نمودصرفنظرامتدادایندرکرنشازمی توانوبودهبلند

(      1-10)شکل 

(20-1)

:

, , , , , , ( , )
,

0

x y z xy xy x y

xz yz xz zy

f x y
L a t

      

   


 

   



.نمی باشدفرصراستاایندرتنشولیبودهصفرراستایدرکرنش التایندرکهنمودتوجههموارهنکتهاینبهبایستی

.روابط کرنش برای دوران محورهای مختصاط به اندازه      برای محورهای            به صورط زیر می باشد

(21-1)

(22-1)

(23-1)

(24-1)

:

z

2

2

x x
x y

x y
x x

y y xy

xy

y y

  
 

  


 

 

 
 

 

 
  
 


  
  

 0z 

x y 

( ) ( ) cos 2 ( )sin 2
2 2 2

( ) ( ) cos 2 ( )sin 2
2 2 2

( )sin 2 ( )cos 2
2 2 2

x y x y xy

x

x y x y xy

y

x y x y xy

    
  

    
  

   
 





 

 
  

 
  


  



(ایصفحهکرنش)مسطحکرنشحالت-8-1

.می آینددستبهزیرروابطازآنامتدادهایواصلیکرنشهایاصلی،تنشهایبامشابه

(25-1)

(26-1)

(27-1)

(28-1   )

(29-1                                       )

:

1

1

2 1

2 2

1,2

1

1

2 1

1
tan

2

2

2 2 2

1
tan

2

2

xy

P

x y

P P

x y x y xy

y x

s

xy

s s




 


 

    


 





 





 
    

 

    
     

   

 
   

 

 



(30-1)

(31-1)

:صفحه ای را تحت تنش قرار داده و کرنش های ایجاد شده در جسم به صورط زیر می باشد: 7تمرین 

:موارد زیر را محاسبه کنید

کرنش های صفحه ای  ( الف

کرنش های اصلی و جهاط اصلی  ( ب

و جهاط آنهاminو maxکرنش های برشی (ج

تنش های اصلی( د

:

2 2

max
min

2 2 2

2

x y x y xy

x y

ave

   

 


       
       

     




0

45

90

0.00059

0.0003

0.00043











 

112 10

0.3

E Pa

v

 





:در نقطه ای از یک جسم، مطابق با شکل زیر مقادیر کرنش به صورط زیر می باشد: 8تمرین 

.مقادیر کرنش های اصلی و ماکزیمم کرنش برشی و جهت های آنها را تعیین کنید

:



موهردایره-9-1

.استدهشتعیینآنها،جهاطوماکزیممبرشیهایکرنشواصلیهایکرنشنیزوهاکرنشانتقالبهمربوطروابطکنونتا

کهکرداستفادهموهردایرهترسیمیروشازمحاسباط،فرآینددرتسریعوسهولتجهتبهتوانمینیز التایندرلیکن

.ددهمیقرارمهندساناختیاردرراماکزیممبرشیهایکرنشنیزواصلیهایکرنشگرافیکیمشاهدهمزیتروشاین

:می شودتعیینزیرصورطبهمسطحکرنش التدرموهردایرهکلیمعادلهقبلیروابطترکیببا

(32-1)

:اخیررابطهدرکه

(33-1)

(34-1)

:

2

2 2( )
2

x y

x ave R


 
 



 
   

 

2 2

2

2 2

x y

ave

x y xy
R

 


  




   
    

   



:می شودتعریفزیرصورطبهموردایرهمرکزمختصاط(1-32)رابطهازاستفادهبا

:موهردایرهترسیمروش

:باشدمیزیرصورطبهوبودهمسطحتنش التمشابهدقیقامسطحکرنش التدرترسیمنحوه

:می گیریمنظردرزیرشکلبهراموهردایرهرسمبرایمختصاطدستگاه:اولگام

(1-10)شکل 

پارامترهای کلیدی جهت ترسیم دایره موهر را ( 1-35)الی ( 1-32)با استفاده از مقادیر     ،       و       و نیز روابط : گام دوم

(.Rمرکز دایره و نیز شعاع دایره موهر Cروی دایره، نقطه Aنقطه . ) بدست می آوریم

:

0

ave
c


xyxy



.می نماییمترسیمشدهبیانمختصاطدستگاهدرCمرکزوRشعاعبهراموهردایره:سومگام

(1-11)شکل 

با مطابق.) و            به ترتیب زوایای رسیدن به       و       در جهت پادساعتگرد روی دایره موهر می باشد:            گام چهارم

(شکل فوق

.به دست می آیند( 1-29)و ( 1-28)و          نیز از روابط :         گام پنجم

:

12 p1 22 p2

2s 1s



در  الت کرنش مسطح، به المانی از جسم کرنشهای                        ،                           و: 9تمرین

اسبه کرنش های اصلی، کرنش های برشی ماکزیمم و جهاط آنها را با استفاده از روابط تحلیلی و دایره موهر مح. وارد می گردد

.  نموده و نتایج را با یکدیگر مقایسه کنید

:

6250 10x
 6150 10y

  6120 10xy  



:فصل دوم

رهادر تی( خیز)تغییر مکان



مقدمه-1-2

راتیروشدهتیردرخمیدگیایجادباعت(شوندنمیاعمالآنبهتیرمحورراستایدرکهبارهایی)عرضیبارهای
مییرتخیزافقیمحورتاازشدهایجادمنحنیقائمفاصلهبهتعریفابقآورند،میدرمنحنییکصورطبه

در.تدانسآنهاارا یدرایتممهمترینتقریباًتوانمیراتیرهادرخیزمحاسبهمهندسینظرنقطهاز.گویند
بهدهشایجادخیزازبودن،ناچیزسبببهکهشدهایجادبرشوخمشعاملدواثردرتیریکدرخیزکلی الت
.شودمیصرفنظربرشوسیله

زیرصورطبهتوانمیراهاآنمهمترینکهبودهاهمیت ائزبسیاریهایجنبهازتیرهادرخیزمحاسبه
:برشمرد

ه و از شبیه سازی در دنیای مهندسی از جمله ابزارهایی بوده که همواره مورد تأیید همه ی دانشمندان قرار گرفت-
عی با تیر از شبیه سازی و تقریب زدن سازه های غول آسا و واق. نتایج  اصل از شبیه سازی بسیار استفاده می گردد

عنوان  جمله ترفندهای مهندسین به منظور تسهیل در فرآیند محاسباط و ارا ی می باشد چرا که سازه همواره به
مثلاً در سکوهای نفتی و سکوهای پرتاب. ساده ترین جسم برای تحلیل در میان سازه ها نام برده می شود

. ا نموده استفضاپیماها بسیار از این تقریب بهره برده شده است که در این بین خیزتیرها نیز نقش بسیاری ایف

:



بیانزخیمقدارتعیینمحاسباتیهایروشسپسوشدهتشریحتیرهادرخیزمفهومنخستادامهدر
وضوع،ماهمیتبرتأکیدبرعلاوهکاربردی،هایمثالانواعحلباتاگردیدهسعینیزواستگردیده

.شوددادهتوضیحروشترینسادهبهتیرهادرخیزمحاسبهروشهای

(2-1)شکل 
:تعیین معادله منحنی کشسانی-2-2

.بیان شوندرنولی ب-تیر اولربرنولی را تعریف نموده و فرض می نماییم که در ادامه مطالب برای -برای این منظور ابتدا تیر اولر

:



:می کندتبعیتزیرفرضیاتازکهاستتیری:برنولی-اولرتیر
.ماندمیباقیتیرطولیمحوربرعمودنقطههردرتیرمقطعسطحبارگذاری،ازپس-1
.باشدمیمعتبرهوکقانونوبودهارتجاعیناحیهدرهاطولتغییر-2

(قبل از خمش( )2-2)شکل 

(از خمشپس ( )2-3)شکل 

:



:داریمیادبهکاردانیدورهمصالحمقاومتاز
(1-2)

:داریمباشد،خنثیتارانحنایشعاعاگر
(2-2)

:می باشدزیرصورتبهتیرکشسانیمنحنیبرحاکمدیفرانسیلمعادله

(3-2)

جایگذاریXحسببر(3)رابطهدربایستینباشد،ثابتتیرطولدرEIاگرونامیدهتیرخمشیصلابتراEIحاصلضرب
.می شودبرخوردآنباعددیکمثلصورتاینغیردروشود
.استثابتEIکهاستآنبرفرضفصلاینسرتاسردر:1نکته
رزیصورتبهوبرشینیرویمی گیرد،قرارگستردهبارتحتکهتیریدر:2نکته

:می شوندتعریف

:

My

I
 

1 M

EI


2

2

( )
( )

d y M x
y EIy M x

dx EI
    

( )W x( )V x( )M x





(4-2)

(5-2)

:داشتخواهیمبالاروابطترکیبباباشدثابتEIکهصورتیدر

(6-2)

(7-2)

:

( )

( )

dV
W x

dx

dM
V x

dx


 


 


( )

( )

EIy V x

EIy W x

 


  



روش حل معادله منحنی کشسانی تیر و تعیین خیز در تیر-3-2

(2-7)و(2-6)و(2-3)روابطازمعمولاوربهتیردرخیزتعیینمنظوربهگردید،بیانبالادرکهاورهمان
.می گرددانتخابلازمرابطهمساله،بهبستهکهنموداستفادهمی توان

وسومدوم،مرتبهمشتقاطشاهد(2-7)و(2-6)و(2-3)روابطدرآنکه المی شودبیانyپارامترباتیردرخیز
درشدهمطرحمبا تاز.گرددظاهر(خیز)yتاگرفتهانتگرالقدرآنفوقروابطازبایستیبنابراینبوده،yچهارم

نهایتدرکهشدهظاهرنیز(C)گیریانتگرالثابتیکگیری،انتگرالهربارازپسکهمی دانیممقدماتیریاضیاط
بهادامهرد.گرددمشخصآنمقدارپیوستگی،شرایطمواردبرخیدریاوتیرمرزیشرایطازاستفادهبابایستی
:می شودپرداختهپیوستگیشرایطومرزیشرایطبیانبهتیرهاخیزدرمهممبا تازیکیعنوان

:مرزیشرایط-4-2
انتگرال گیریازپستیر،کشسانیمنحنیمعادلهازاستفادهباتیرخیزتعیینمنظوربهگردیدبیانکههمانطور
شرایطترینمتداولازبرخیادامهدرکهشوندتعیینتیرمرزیشرایطازاستفادهبابایستیکهشدهظاهرثوابتی
:می گردندذکرآشناییجهتمرزی

:



:

شرا

شرایط مرزیش
ششششششششششش

نوع تکیه گاهشکل گرافیکی

( غلتکی)تکیه گاه نوع اول 

(یپایه مفصل)تکیه گاه نوع دوم 

(ارّه ای)تکیه گاه گیردار 



:

شرا

شرایط مرزیش
ششششششششششش

نوع تکیه گاهشکل گرافیکی

لبه آزاد تیر

تکیه گاه کشویی گیردار

جا به جایی دورانی: 

فنر پیچشی در تکیه گاه

y



:

شرا

شرایط مرزیش
ششششششششششش

نوع تکیه گاهشکل گرافیکی

رده فش)با فرض دوران پاد ساعتگرد 
(شدن         ، کشیده شدن

فنر خطی در تکیه گاه

1K2K

.شدخواهدپرداختهمرزیشرایطازاستفادهچگونگیبهادامهدرکه



شرایط پیوستگی-5-2

راهاآننتوانیعنیباشدمتفاوطآنمختلفهایقسمتدرتیریبارگذارییاوگشتاورکهصورتیدر
ساختهمتغیرEIباهاییقسمتازتیرکهاینیاداد،نمایشتیراولدرxبر سبمعادلهیکبافقط
هربرایجداگانهصورطبه(2-7)یاو(2-6)،(2-3)روابطبایستیخیزآوردنبدستبرایباشد،شده

شرایطازایدبمرزیشرایطبرعلاوهگیری،انتگرالثوابتتعیینبرایشرایطایندر.شودنوشتهقسمت
شیب،مکان،رتغییبینکهباشندمیروابطیپیوستگی،شرایطازمنظور.نموداستفادهنیزپیوستگی
پیوستگیطشرایزیراشکالدر.باشدمیبرقراراتصالشاننقطهدرقطعهدوبرشینیرویوخمشیگشتاور

.استشدهدادهنشانزیر الاطدرقطعهدوبرای(A)اتصالینقطهدر

:



:

(2-4)شکل 

(2-5)شکل 



:

(2-6)شکل 

(2-7)شکل 



:

(2-8)شکل 

(2-9)شکل 



:

 در شرایط مرزی و روابط پیوستگی که از آن ها برای تعیین ثوابت انتگرال استفاده می شود، باید از مرتبه معادله دیفرانسیل به کار yنکته: مرتبه 

EIy  از معادله yگرفته شده کمتر باشد. به عنوان مثال اگر برای تعیین  M(x)  استفاده شود، باید از شرایط مرزی و روابط پیوستگی که 

EIy می باشند، استفاده شود. همین طور در صورتی که از معادله ی yو یا  yشامل  W(x)   استفاده شود، شرایط مرزی و روابط 

  می باشند، استفاده گردد.y و یا y و yو  yپیوستگی که شامل 



تعیینجهتزدنمقطعروشوتیرکشسانیمنحنیمعادلهازاستفادهباتیرخیزتعیین-6-2
:Mخمشیگشتاور

وعمومی لاهرتیر،خیزتعیینجهتتیرکشسانیمنحنیرابطهازاستفادهگردیدبیانقبلاًکههمانطور
کهدهبوتیرکشسانیمنحنیمعادله الاطانواعترینکاربردیازیکی(2-3)یرابطهوبودهایگسترده

یپیوستگومرزیشرایطازاستفادهوگیریانتگرالوx سببر(M)خمشیگشتاورجایگذاریباآندر
گشتاورینتعیگوناگونهایروشبیندر.رسیدتیرخیزبهتوانمیگیری،انتگرالثوابتتعیینجهت

راشدهپرداختهآنتوضیحبهمفصلکاردانیدورهدرکهزدنمقطعروشتوانمی،(M)خمشی
.شدخواهدپرداختهروشاینتشریحبهمتنوعهایمثال لباادامهدرکهدانستروشعمومی ترین

:



سومفصل 

روشهای انرژی



:مقدمه
به روابط موجود میان نیروها و 2و 1در فصول گذشته از دروس مقاومت مصالح 

فصل لیکن در این. تغییر شکلهای حاصل از بارگذاری های مختلف پرداخته شد
رنش  مفهوم مهم انرژی کرنشی ارتجاعی بحث می شود که در کنار مفاهیم تنش و ک

.  دمیتواند ابزار توانمندی در مهندسی مکانیک در طراحی جامدات به شمار می رو
:  ودانرژی کرنشی ارتجاعی را در حالت عمومی میتوان به صورت زیر تعریف نم

چنین هم« برابر است با کار انجام شده توسط بار های وارد شده بر یک عضو» 
ف شده  تعریانرژی کرنشی در واحد حجم ماده چگالی انرژی کرنشی نیز بصورت 

.  و برابر با سطح زیر منحنی تنش کرنش آن ماده می باشد



ارتجاعیکرنشیانرژی:1-3

.  در نظر بگیرید( 1)را مطابق شکل Aو سطح مقطع Lبه طول ABمیله یکنواخت 
.دقرار گرفته و به آهستگی افزایش طول می یابpهنگامیکه میله تحت بار محوری

(1)شکل 

(2)شکل 



بهکهآیدمیبدستنموداریمیلهشکلتغییربهنسبتبارمنحنیرسمبا
(3شکل)استوابستهمیلهمشخصات

(3)شکل 

کوچکیمقداربهمیلهطولکهوقتیرامذکوربارتوسطشدهانجامکارحال
زیررابطهطبقآنطولافزایشدربارضربحاصلبصورتیابدمیافزایش
:گرددمیتعریف

(1-3)dU pdx



بودخواهدبرابروآمدهبدست(3-1)رابطهازگیریانتگرالباکارکلصورطایندر
:با

(2-3)

انجامکارمقداراین.x1تا0مقداردوبینp-xنمودارزیرسطحبااستبرابرکه
میبتمثهموارهواسکالرکمیتیکهنامیممیمیلهارتجاعیکرنشیانرژیراشده
:شودمیبیانزیرصورطبهUSوSIدستگاهدرانرژیوکاروا د:نکته.باشد

(3-3)

بهرامیلهکانتغییرموباربینرابطهتوانمیکشسانوخطیشکلتغییرحالتدر
:داشتخواهیم(3-2)رابطهدرجایگذاریباکهنمودبیانp=kxصورت

(4-3)

1

0

x

U pdx 

:1 . 1

:1 . .

SI N m j

US ft lb or in lb



1
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1 1

0

1 2 1 2

x

U kxdx kx px  



(4شکل ) 

کرنشیانرژیچگالی:2-3

ا به  جم آن بمنظور تعیین رابطه چگالی انرژی کرنشی، انرژی کرنشی کل سیستم ر
Aو سطح مقطع Lبا توجه به این مطلب برای میله ای با اول . تقسیم می کنیم

:  خواهیم داشت

(5-3)1 1 1 1 1

0 0 0 0 0

(2)

x x x

x x x x

U p p p dx U
dx dx d u d

V V AL A L V

 

              



بهوندهستیکسانبعدنظرازتنشوارتجاعیکرنشیانرژیکهاستگفتنی:نکته
:شوندمیبیانزیرصورط

(6-3)

همان سطح زیر نمودار تنش کرنش جسم از  uلازم به ذکر است که چگالی انرژی کرنشی 
εx=0 تاεx= ε1

(5مطابق شکل )می باشد 

(5)شکل 

3 2

3 2

:1 1 1

:1 .i 1 1

SI j m N m pa

US lb n in lb in psi

 

 



رخمیلهردماندگارکرنشیکشود،پلاستیکنا یهوارداعمالیباراثردرمیلهاگر
مثلثیسطحبامعادلانرژیمقدارتنهاواقعدر.میشوددادهنشانεpباکهداده
ژیانرمابقیوبودخواهداستفادهقابلبرداریباروبارگذاریازپسفوقشکل

شدخواهدتلفگرمابصورط

تنشنمودارزیرسطحدهیم،نمایشεRبارامادهگسیختگیلحظهدرکرنشاگر
.شودمینامیدهمادهآن(سختی)چقرمگیمدولگسیختگیکرنشتامادهکرنش
آننهاییاستحکامنیزوآنپذیریشکلبهمادههرچقرمگیکهاستگفتنی
رمگیچقبهکاملاٌسازههرایضربهبارتحملمیزانارفیاز.داشتخواهدبستگی
.داردبستگیآنمصالح



(6شکل) 

رابطهازوبودهبرقرارکهوقانونباشیمداشتهقرارخطیالاستیکمحدودهدراگر
:داشتخواهیم(5)

(7-3)
1 1

2 2

1 1

0 0

1 2 2x x x xu d E d E E

 

         



تعریفمادهآنتسلیمکرنشتامادهکرنشیانرژیصورتبهبرجهندگیمدولطرفیاز
مدولراباشدمیyσ1=σکهزمانیکرنشتنشنمودارزیرسطحدیگرعبارتبهمیشود

:داشتخواهیمآنبرای7رابطهبهتوجهباونامندمیجهندگیبر

(8-3)

(7شکل )

2

2

y

yu
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عمودیهایتنشحالتدرکشسانیکرنشیانرژیرابطه:3-3
انرژیچگالیمیتوان(7)رابطهازباشدثابتسازهبهواردهمحوریتنشکهزمانی

:داشتخواهیمونمودهتعیینراسازهکرنشی

(9-3)
:بابودخواهدبرابرکلکرنشیانرژیاینبربنا

(10-3)

تنشلتحادرفقطوبودهمعتبرکشسانهایشکلتغییربرایتنها(3-10)رابطه
بارگذاریعاملدوازناشیمحوریتنشهایکهآنجااز.داردکاربردمحوریهای

انرژیطهراببندیتقسیمبهبحثیادامهدرباشندمیخمشیبارگذاریومحوری
:شودمیپرداختهواردهگذاریبارنوعبهتوجهباارتجاعیکرنشی

محوریبارگذاریازناشیکشسانیکرنشیانرژی(الف

:داشتخواهیمگیردقرارpبارتحت1شکلتیرکهزمانی

2 2

0 0

1 2 1 2 2
x x

x x x x x x x xu d E d E E
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x

V

U dV
E


 



(11-3)

(12-3)

:که در رابطه فوق

(13-3)

(14-3)

د، خواهیم چنانچه سطح مقطع و مدول الاستیسیته و بار وارده به تیر ثابت باشن
:داشت

(15-3)

x p A 

2

2
(10), (11) U

2
V

p
dV

EA
  

dV Adx

2

0

(12), (13) U
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L
p

dx
EA

  

2

2

p L
U
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خمشیبارگذاری التدرکشسانیکرنشیانرژیرابطه(ب

رفته و تیری را مطابق شکل زیر در نظر بگیرید که تحت انواع بارهای عرضی قرار گ
با توجه به . شودبیان M(X)از تکیه گاه آن با رابطه xگشتاور خمشی به فاصله 

:خواهیم داشت( 3-10)رابطه 

(16-3)

(8شکل)

2 2 2 2 2 2
2

2 2

0

( )
( )dx

2 2 2 2 2
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x

V V

My I M y M M
U dV dV dAdx y dA dx

E E EI EI EI


         



برشیهایتنشحالتدرکشسانیکرنشیانرژی:4-3

انرژیرابطهگیردمیقرارτxyایصفحهبرشیهایتنشتحتجسمیوقتی
:بابودخواهدبرابرآنکرنشی

(17-3)

(18-3)

(19-3)

(20-3)

(21-3)

0

xy

xy xyU d



  

xy xyG 
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(17), (18)
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(19), (20)
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